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ここで長は頂立i につながる頂点の集合であ号?また、まとめてσ=(σAL 、 J 三(ゐ)~=1
と表すことにする。ポンド変数ゐ(=Jji) ，ま次の確率で与えられる。各jE Biに対して、
D(ゐ)= p5(ゐ-1) + (1-p)5(Jij)ぅ (2.2) 
それ以外で Jij= 0である。xという量の希釈ボンドに認する平均は、 xと表すことにす
る。次に、希訳ポンド Ising模型の動力学を導入する。まず、 TJ(σ→ Fi引を、状態σ
かち兵σへの遷移率とし、詳結釣り合いを溝たすとする。ここで、民は頂点iに対する
スピン反転演算子で、 Fiσ=(σ1，'" ，-σゎ一.，(JN)である。 Jというボンド変数丹下で、
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図2.1:c = 3の相図:F，P，Gがそれぞれ強様性梧、常磁性相、 Gri盟主hs椙を示すo (注)[H. 
Ohta， J.Phys. A: Math. Theor. 43 395003 (2010)]からの引用であ号、この章の他のす
べての図も問論文からの引用である。
まず、 d次元務子の模型における Gri血ths相での動的性質に関しては、次の 2点がわ




























最初に準舗として、ゐ =1である漬点j宅島を、彊点iに結合した葉点、と呼び、 Jij= 0 
である頂点jξ Biを、頂点iに結合していない環点と呼ぶ。頂点iに結合した頂点の数
li E {O，・・・ぅc}は、




れらの変数を侵って、 TJ(σ→ Fiσ)はTσパ九Ui)として表せる。但し、九(l，u)三 (1-
tanh(σ(l -2u)/T))/2で毒る c ここで注意すべきことは、引と叫は時間まに依存し、一
方liは時開tに依存しない。次に、時刻1において、ボンド変数がJの時に、げ(0-，u; t) 
を、(ぴi，Ui) が (σ刈である確率とし、 ~f((σ， u}，(0-'， u'); t)を、 (σゎ叫)と (σj，Uj)が、それ
ぞれ(σ?包)で(σ"u')ある確率とする。これらの確率を使って?次の条件付き確率を定義す
る。 Pif(σAldj;時三Pd((σ刈ヲ(σ'，U');t)j Pf(σFj;t)。以下の解析では、 Nは十分大き




8tP/(σ，u;t) =一九(仏li)lず(σタ;t) 十 Tーσ(礼的~J(_σ，u;t) 
十Lj吟乞σr乞え=orσI(匂j，lj)pf (σf舎内;併(Jij-1) 
[Pd(a，u十 o-'Ia'，Uj; t) -pd (σ刈σ'，Uj;t)J盆 (2.6)
ここでランダムグラ79の輪の長さの次数はO(logN)であり、3より大きいことを穫ってい
る。また、整合性を保ちつつ表現を簡諜にするために、 pJ(σぅ匂10-'ラc+1;t)= pJ(σヲulo-'予-1;t) 
三 0と定義を変えた。次に、方程式(2.6)の両辺にO(LjεBiJijー のをかけて、希釈ボンド
に関する平主主を行う c ここで、次の量を定義する。
兵(σ，l，u;t)討 (LJij -l)Pl(れ ;t)， (2.7) 
jEBi 
Rj(σ， l， 1.中fplidj)三
O(ゐ-l)O(L Jik -l)o(玄J戸，-lザ5(σAihF;t)ぅ (2.8)
kεB王 k'EBj
巧(σ，l，u; t)三 O(ゐ-l)O(L Jij -l)~J(の;t). (2.9) 
jεBi 
そのとき、次のような表示が得られる。







Ai = 2ン(2:Jij一巾ゎ 、 、?， ，????????
1'=0 jεBi 
6(α)Y(α) :a) = d(α)X(a) 
d(α)Z(α) 
(2.12) 







































?????， ，?、 、?? (2.14) 
(2.15) 
自明な関イ系(L:jEB)= cと上述の手続きにより?力学系(2.10)辻次のように簡単化される。
δ'tPσμ(t) =ーら(l，U)pσれ (t)+γー σ(l，u)ρ-a，l，u(t) 
十E二σ，L:u'<l'γσ/ (l'， U')Pal ，[' ，U' (t)C，σ(l'，u') 
[PE(l，匂÷σ'1σ"lヘu';t) -PE(l， ulu'ぅlヘu';t)]. (2.16) 
ここでんぷ点)三ε;LR(σぅ払l;t)jNである。またん，u，l(t)は、熱力学謹限N→∞で、
L[:l d(σ 一向(t))d(U-Ui(t))d(l -li)jNと同等であること辻、もっともらしいと言えよ
う。現時点では、方謹式(2.16)は、 p= (Pa，l，u)に関して関じていない.
次に、閉じた方手呈式を得るために、 (2.16)について次司ような近鉱を行う。
PE(l， ulu'， l'， U';t) = PE(l， ulu'; t). (2.17) 
スピン変数がゲである結合した頂点の数を考慮することにより、 PE(l， ulu'; t)は pを用
いて、次のように書き下すことができる。
J (l一叫ん，ぱt)j乞ぜくl'Pa，l'，u' (t) (σ'=+1) PE(lAid;t)={-(2.18) 1叩 σ，z，u(t)jLutくl'U' Pa，l'，u，(t) (σ1 = -1). 
っ
?
? ?? ? 】
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(2.17)の近似と (2.16)によりう pに関する閉じた方謹式を拝ることができた O つまり、
8tp = G(ρ) (2.19) 
で、但し G=(Gσμ)であり、 Gσ，l，包は (2.16)の右辺と (2.17)の近叡表現と関保式(2.18)
で表される c この段階で、系を記述する変数の数は、 2Nから Neff= (C十l)(c十2)/2とで
きたことにをる。
近似(2.17)の妥当性を確かめるために、 まず、 G(Peq)= 0を満たす定常状態 ρeqを考
える。それから p(tst)= Peqに対して、援和時間 teq三 mintstを定義しよう。
f)B((σFFlfうu')，(σ，l， u);t) 
王宮(l，ula-'， 1ヘu';t)= 2: Ulf <l" 九(σ"l切')，(σぅl"，ピ);t) (2.20) 
と書き重し、但し、
P13(σ，l， u)ぅ(σIうl'，U'); t)三
8(仇去ゐj 一明乞 J品怯一 i例)持問6民(乞毛恥ν 一-l'円うザ)~弓3(仰(伊σラJ刈， u) ，叫4引 ，以7ベ(何σゲfヘγ刈，u'叫fう);川t均) (件2.2
kεB包 kνF乍4在-=Bj
であり、九(σぅl，U)， (σFJFU乍t)の檀辻選ばれた結合した頂点tぅjによらないと仮定する。





































1環器T 百円一一T=2.1 CMCi ，・・・韓






100 軍部 2畦母 2事吾 家沼 o 重富 雪∞ 1霊笹 却昏 2害容 300 
冨 2.2:初期条件m(O)= 1の下での、 (2.19)で記述される時間依存磁化と 11C法。(左)
p = 1 (右)p = 0.7。図中で、 MC~土、 MC 法を示すう D は力学系 (2.19) を示す。
遠い2つの頂点需の相関を無視している c しかしながら、そのような相関誌ある緩和時開
を持っている。これにより、緩和時間ァに対して、百三ァのような下限が与えられるとい






条件m(O)= 1からの系の緩和過程を考える。具棒的にiえ時開刻みot= 10-2で、 4次の
Runge四Kutta法を用いて、 (2.19)を数種的に解しこの論文では主に、 c=3を調べる c
実際事 c~三 3 の系辻、定性的には c=3 の系と同じような振る舞いをみせる。 c=2 の系に
は1次元系と同じで、相転移は起こらない。
この諒は次のように構或されている。 2.4.1節でほう p=しつまり強議性Ising摸型極
諌に蕉点をあて、結果が先行研究と矛居しないことを謹かめる。 2ι.2節で辻、 p> pcの
強議性相と常磁性相に差点をあてる。 2.4.3蔀では、 p> pcのGri伍ths栢に焦点をあて、
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国 2.3:初期条件m(O)= 1における逼度T= 1.2ぅ1.3のGri缶ths相での方学系(2.19)で記





の援和時間 7が、 T ~ E;tC (( = 1)となることがわかる o1旦し、九三土(T-TG(p)であ
る。関 2.2左において、 (2.19)で記述される時間抜存磁化の 2つの例を、担C法と共に表
示した。 (2.19)と班C法との一致の度合いは、かなり良いことがわかる。
2.4.2 強磁性椙と常磁性桔
ここで、 p=0.7の振る舞いを晃てみる。図 2.2右においてう (2.19)で記述される時開設
存礎化の 2つの剖を、立C法と共に表示した。 T-0.9の強犠牲桔において、 2つの結果
にわずかな不一致が見られるが、 (2.19)とMC法との一致の度合い辻、かなり良いことが
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国 2.4:;初期条件m(O)= 1における逼震T= 1.2ラ1.3のGri国ths栢で、の力学系 (2.19)で記
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国 2.5:初期条件m(O)= 1の下での力学系 (2.19)で記述される時間依存磁化oC = 3う









δ'tP+い-i，O(t)= -T+l(C-i，O)p+い一久o(t)+ A(p(t)). (2.27) 
ここで iE{O，..，c}であり、 A(p(t))はp(t)の関数である。つまり、 A(p(t))のP+l，cーたO(t)
依存性を無視すれ誌、それぞれの変数は異なる緩和時間 Ti竺 T+l(C-ι0)-1を持つことに

















菌 2.6:;初期条件rn(O)= 1の下での、力学系 (2.19)で記述さ紅るそれぞれの量。 T=0.4、
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図 2.8:温度Tに荻存するん1，1，1(teq)ぅP+1，2，1(teq)とρ+1，3，0(teq)oC = 3， p = 1/50 





ぞれの量の相対率、例えばP+1，1，1(teq)うん1，2，1(teq) ， P+1，3，0 (teq)が温震の関数として7th付近
で、匿2.8のように定性的に変化することであろうと思われる。具体的には.温度が下がる
と、 ρ+1，3ぷteq)が次のように増加していく。つまり高温領域では ρ+1，1，1(弘)> P+1，2ヲl(teq)> 
ρ+ 1，3，0 ( teq)であり、 Tth~ 0.6付近では P+1ムl(teq)> P+1，3，0(teq) > P十1，2，1(teq)であ乃、 f正
溢領域ではん1，3，0(teq) >ρ+1ムl(teq)>ρ+1，2，1 (teq)である。これから、相対率の定性的変
化により、それぞれの緩和時間 Tiが磁化の中に多段搭載和として視覚化されると予想で
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2.6 付録A: 臨界温度 TG(p)
長さ O(logN)の輪を無視した時、ランダムグラフ9E G(cラlv)と同じ講造を持つCayley
木を考えよう。ここで、 Cayley本の世代を gE{O，l，'.，gm拡}で表し、 g=Oは根に暫
り当てる。 (g-1)世代のある頭点に関して、 g世花のある頂点に繋がったボンドに整数
jgE{l，..，c-l}を割り当てる c こうしてち Cayley木のg世代の任意の環点;土、整数の集
-240-
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合Jg 三 (jgい・・~j1 ~ 0) で指定される。 C(jg) を {(ígmax~'" ，ig+I，jg)Jl三九三 c-1ぅg+l三
k :;gmax}で定義される頂点の集合としよう。担し (i，k， jg)三 (i，k，jg，'"，j1，0)である G
C(jg)の頂点は、 Jgを根とした際のCayley本T;ア上の頂点と見なせる c ここで、あるポ
ンド変数Jに対して、分配関数ZZ(σ)三 LcUZJh-σ)勾 (-sHJ((σふO(jg)) 
を考えてみよう。但し β 三 l/T である。さらにう叫(ß2hf) 三 Z~(-l)/ZIa(1) を定義す
る。その時，Qjg(h)三三(h-hf)に関する漸化式が以下のように得られる。
Qjg (h) = H([Qjg+1 (h)])ぅ (2.28)
副知的])=介鳩山
但し u(よh)=グ-1tanh-1[tanh(，sJ) tanh(sh)]0 
注意すべきこと誌、初期条件Qjg(h) (g = gmax)において、漸化式(2.28)を解くことに
依って、任意のjg(g ~ gmax)に対する Qjg(h)は次の式を溝たすQ(h)になる。
Q(h) = H([Q(h)]). (2.30) 
先行硬究明に依ればう十分高温領域において、解 Q(h)は8(h)で3うる。{.量度Tを十分高
温から下げていく持、ある罰定したpに対して、臨界進度TG(p)を得ることができる。そ
の臨界温度は、点hjg(三 JdhQjg(h)h) = 0が、 (2.28)から導かれる hjgとhjg刊の関の漸
化式において、線形安定'性を失う温度で定義されるcこれから、 l/TG(p)= tanh-1(pc/p) 
を誇ることができる。但し、 Pc= l/(c -1)はボンドパーコレーション問題の関鐘であ
るG つまり、 P> Pcの系ではボ、ンドパーコレーションの屈まりがあり、 pく Pcでは、そ











p/，eq(a， u)=守むp(ー お(li-2u)) 
ん z;(σjb) ;.. 2:σr ZZ(σ') 






但し ivriま乞σ u~J列(σタ) = 1で決定される c
以下で定義される確率ρ己包を考えてみよう。
dごい三8(2:Jij 一 l)~Jべσ刈 (2.32) 
jE三Bi
これは、 Po-，lu(t三teq)と同等である。ここで、 ρ:1匂が選iまれた頂点 4に依存しないのと、
Zf( -l)!Zf(l)が頂点jに依存しないことは仮定している。またexp(s2hav)= Zf( -l)!Zf(l) 
を定義すると、 (2.30)で手に入れた Q(h)を使って、 exp(β2hav)= J dhQ(h) exp(β2h)と
なることがわかる。それから、薙率P31包の厳密な表示を以下のように得ることができる。
(2.33) 
怪し、 (4.33)を使った。また Nりは条件乞σLu<lp::Z•u = 1によって決まる。
次に、平傷において、あるボンド変数Jの下で、 (σゎUi)と(σjぅUj)が、それぞれ(σ?吋
と (σI?めをとる確率 ~1，eq((σス)ぅ (σ1 ，u'))を議論する。次の量を考えてみる c
P~q((σよ u) ぅ (σヘ Z' ，u')三
8(ゐ-1)8(2:Jふ-l)d(2:J戸-l/)PZ刊の)ベσ'，u'). (2.34) 
mεBi mεBj 
これは、九(σぅl，u) ぅ (σヘ lf7tf);t 三 teq) と同等である。但し、 P~q((σぅ l ，u)， (σf?lヘu')が、
選ばれた結合した頂点丸jに夜存しないことを{反定している G P2uと同じように、以下の
ような厳密な表示を得ることができる。
1 (c-l ¥lc-1' 
P弓2r釘q吋(伶(伊σγj泊)，(伊σヲ，l，u同?刈坤叫叫)乃)=一 i i { i p〆flr件，仁一1(戸1一 pげ)γc一ト叩(N
一
¥ l'一 1J ¥ l一 1J 
I l' -1 ¥ I l -1 ¥ pl-1(1 _ p)C-l一手-1)i i i i pexp(-9σ(Tl) 
¥ u' -8(σ+1) } ¥ u-8(σf十1)} 
exp( -s(T'(l' -1 -2(u' -8(σ+l)))-sσ(l -1 -2( u -8(σF十 1)))
十(u'-8(σ+ 1) +包-8(σf十1))β2hav)(1十exp(β2hav))2C-l-l'. (2.35) 
ただし、~7Ve は乞σ'Lσ Lu<zLî同， P~q((σヘ l仁 u') ，(σ，l，u))=lで決まる。こうして (2.33)
と(2.35)から、以下の関係式を導くことができる。
P~q((+l ， l乙 u') ，(σヲl，u)) 
Llf!.ull P~(( +1ラ['，u')，(σヲi勺t")) 
P~((-1 ラ l' ，u')， (σ，l， u)) 
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んは、分散RのGauss分産DR(hi)Vこ従うとする。まとめて (σi)~l と(ん)江1 は、それぞ
れ σとhで表すことにする。 Ui~ま Bì 中の頂点、における、上向きスピンの数とする。
そうすると、あるスピン配量に関して、頂点iでのスピン反転に対するエネルギー増加
を、 -2σi~i と表すことができる。但し、





と叫がムi~O を満たせばうスピン辻遷移率 l/To で反転する。そうでなければ、遷移は起













一直線とは行かない。 まぜなら、 j，kεBi上の σjとη は、一般に相関を持っているから
である。この国難を、以下の3段階の方法で解決していく。
まず、スピン配置に関わらず町=-1に固定した系を考える。 Qhによって、この模援









るということを確認しておく G ただしこれ誌もちろん、 2つの系のランダム磁場と確率過
程が再じという条件である。この事実から、 ph(si(t)> 0)が Qh(si(t)> 0)と閉じ、と
いう非自現金命題が導かれる。この関祭を用いて、 Qh(σj(t)= 1)を変ってph(ム(t)> 0) 
を表現することができる。 hに関するこの量の平均は、 p(t)三 Ph(ム(t)> 0)という定義
の下で、次の関様式を導く。
I _ ¥ f'c-2u-H 
ρ(t) =芸{: ) q(t)U(l-q(t)一人 d均 (h). (3.3) 
ただし、模擬系において、 σjとσk(j， k E Bi)の統計的独立性を使った O 表現(3.3)辻、模
擬系において定義されたばりが元の系で定義されたρ(りと、 1対1対応、を持つことを示し
ている。最後に、 j三島に対し、 p(t)三 Qh(σj=-1ぅムj壬0)とγ(t)三 Qh(ムj(t)> 0)を
定義する。その時、 (3.3)の導出と同様な手続きによって、 dq(t)jdtが民的介。と荷じであ
ることを見いだすことができ、 γ(坊もまた、 q(t)の関数として表される。なぜなら、 γ(t)
辻、 σi=-1かつ σ"j=-1という模擬系における角的 >0の確率と同じであるからであ
る。具体的に、ベt)= 1 -F(q(t))と書く。ここで、
F(q) =デ(c斗)引1-q)C-I-U (O dh倒的 (3.4) 
Z51UIJC}2u-H 









p(t)辻、 (3.3)と (3.5)によって決められるので、はC法で得られた戸(めと ρ(t)を比べ
ることができる。数値的な範盟で、この 2つの結果がお互いに一致することは確かめたO
また、 qの定義の下で、 (3.5)の妥当性もまた確かめた。上で得られた結果の有効性の更
なる証拠として、 q(oo)= F(q(∞))を満たす定常解q(∞)が、 Cayley木上のある漸化式
Zη+1 = F(Zn)の固定点条件と一致することを付記しておく。ただし、 Znは世代η のあ
る確率である。正確な Znの定義は [14]を参考にされたい。以下の言明については?一般
性を央わずにァ。 =1とし、一つの椀として、 c=4の場合を調べる。得られる結果は本質








1 1.5 R 2 
G 
O 
霞 3.1:相国。内枠:qの関数としてのF(q)-qo R = 1.50 H = 1.0， H = Hc(R)と
H = 0.90250 (注)[H. Ohta and S. Sasa， Europhys. Lett. 90 27008 (2010).]からの引用
であり、この章における図3.2以外の他のすべての臨も同論文からの引用である。
3.4 分岐解析
R = 1.5、H= 1.0に関する (3.5)の解析から始めることにする。 q(t)の定性的変北は、
国3.1内枠で表示したF(q)-qの形から理解される。つまり qぃ告とむの 3つのゼロ点
があることがわかる。担し、。くqlくq2くむく 1で為る。 [O，qI)中で、 F(ョ)>ヨなのでう


























ざ竺 =αoε 十a〆+O(lul3ぅiα1)畠 (3.7) dt 
但し、 !叫 ~1 かつ iεI ~1 であり、 α。と α2 は定数である o (3.7)の解は、次のスケーリ
ング形で書くことができる。
匂(t)= !E1/2吾土(IEI1/2t). (3.8) 
ただし、 出 ~1 であり、長十と長ーは、それぞれ ε 〉仏 ε く O に関して、 ε に核存しない
関数である。この結果、 q= qc近くの特設的時間は、 rc: IEI-1/2のように発散すること
が示唆される。ここでε>0の場合、 q(t→∞)=告であることに注意されたい。それゆ
え、 q(t→∞)~土不連続な変化を起こし、飛び揺は、 q1(α) = q2(α)とq3(α)のと =0での
距離で与えられる c
次に、臨界点(Rsp，万戸p)近くの動的振る舞いに蕉点を当てる oq = qc(Rsp)十むと (RラH)= 
(RspぅHsp)+ (ηぅε)を(3.5)に代入することに掠って、次を得る C
dv 
一=Coε+ c(rlV - C3V0 + O(lvlヘl叫ぅl1Jv:l). (3.9) dt 
但し、 Ivl<1ぅiε1<1と|ηI~1 の場合においてである o CO， C1とC3は定数である。系り
振る舞いは 2つの型に分類できる。一つ自は、 iηI~Iε12/3 において、 (3.9) の解は、 iηI ~1 
でυ=1可11j2iI}土(1ηIt)と表現される場合である。このスケーリング形は、ぜツチフォーク
分岐近くのそれと同等である。これは、 [22， 23ぅ24]における予想と関係しているかもし
れない。 2つ昌は、 R=Rspと国定した場合を含むiη1<<1ε12/3の場合であり、 (3.9)の解
は次で表される。
り=1ε11/5む2土(1εI't). (3.10) 




この節の最後に、 pとmの分u皮構造に関する注を付記する。 (3.3)と(3.めから、 ρに関
する徴分方謹式δtP= G(ρ〉も得ることができる。p'土空と一対一対言、を持つのでヲ方程式
8tp = G(p)もまた、 qと河じ点でサドルノード分岐を示す。それゆえ、上で導出された全
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Xρ(t)三 N(税引)一(持))2). (3.12) 
但し、 σ(t)とhで決まる量却)に関して、(対))三乞σPh(引がσ)お)如何で
ある c ここでの問題は、。く ε<<1、η=0という条許の下で、ゐの特異的振る舞いを
決めることであるoPCを、 q= qc(Rsp)で(3.3)に張って定義されるとしよう。そのとき、。(t)~ Pc近くで、次を仮定する。。(t)-Pc = A(c， N)F(t/r(ε，1V). (3.13) 
但し、 Aとァは、それぞれ振幅と特徴的時間の典型的債であり、 iトは、 Aとγでスケール
される時開依存のゆらぐ量である。また次のような有限サイズ関係式に対する予想を立て
てみる。
A(εぅN) = N-1/(vJ) FA(εN山)，
r(εぅN) = N(/νFT(εNゆ)ー (3.14) 
但し、 x~l において、 FA (りどが/J であり、 X>> 1において、 FT(X)~ X一〈であり、そ
すしぞれX<<1において、 FA(X)=定数と FT(X)=定数を溝たす。ここで、指数νは、 2つ
の領域を詩殻づけるクロスオーバーサイズ Nー であり、 N22ε-vのようなベキ期の形で特
設づける。また、次も存ることができる。













10 10."， 1000 ~1忽
G 50 t 100 
図 3.3:R = 1.781258(c: Rsp)、H = 1.1での磁化の時開発畏。 Hsp= 1.丸は N = 105で
のMC法に依る結果、曲隷は力学系 (3.11)ヲ(3.3)ヲ(3.5)の解である。内枠:εN1/2の関数








辻、経路積分表現の動的作用fdt[N C4(δ!tV -Coε十C3ち3)2+ C5V2]から見積もられる。 1Bし
最後の項iまいわゆる、 Jacobi行列式であり、 C4とC5は定数である。実際、 ε2c: V6 c: V2 / Ns 
に関する釣り合いによって、 NsC::ε-4/3が導かれる。関誌な言明については、 [25ぅ26]を
参考にされたい。一方、不純物に関するもう一つの詩教的サイズ Nqは、 εc:1/、/刃;と


























定すると、動的臨界指数z三ぐ/Vm = 2と予想できる。これによ号、 Vm = 1/3が導かれる。
ハイパースケー 1)ング射を上部臨界次元に適用することによ号、ジ =duv思という関係
も予想、できる [29]0これは、 du= v/vm = 6を導き、先行研究の結果と矛盾しない [21)0





一つであることに言及しておきたい [10，11， 33] 0 
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から Fiσへの遷移率T(σ→ Fiσ)辻r(u，Fiσ)8(2k -c -2:jEBi句)となる。 ただし、




atP(川)=乞[T(Fiσ→σ)P(Fiu，t) -T(u→ Rσ)P(σ，t)]. (4.2) 
i=l 
この章では、遷移率に関して次の場合を考えることにする。
H(σ) -H(Fiσ) r(σ，Fiσ) = min(l， expC-，-1 ;，-¥-'[，-1). (4.3) 
T 
この拘束動的規則の下で、平欝分布は定常分存であることがわかる。さらに、平禽状態で
は、 1頂点当与の礎化はm判 (T)= tanh(1/2T)でありうエネルギー密度は一七anh(1/2T)/2 
である。それゆえ、この系に熱力学的桔転移はない。この章では、-rvlC法は以下の規則で














F(Qg) = p(T)デ(c ~ 1 ) Q~(l _ Qg)C一日=:1nIU 
ここで p(T)= 1/(1十exp(-l/T))である。ある Qgmaxの植に対して、帯化式(4.5)を解く
ことによ与、 9<: gmaxのQgは、 Q(T)= F( Q(T))の解♀(h)となる oc= 4、k=3の場




マ-.I C ¥ ct(T) = p(T) ) : ( ~ ) Q(Tt(1-Q(T))Cーη
ごk¥nj
τ一....I C ¥ 
十(1-p(T)) ) : ( '-1 (Q'(T))η(1 -Q'(T))c-n. (4.6) 
ごk¥ n J 
(4.4) 
(4.5) 
1 I c-1 ¥ 
ここで、 Q'(T)= p(T)乞C二I~ ~ ~ ) Q(T子(1-Q(T))c-l-nである。この模型におい
一.~ ¥ n I 
て、 2く kく cで、この種の非エ)vゴード転移が起こることが知られている。つま号、











ば、弘下の解析は熱力学橿限で、ほとんど全てのグラフ 9E G(cヲN)に適用可能である c
有効力学系を導出する始めの一歩として、 fミ(σ;t)を、時刻tで叫が σである確率と











2 I nonergodic な2
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国 4.1:(左)凍ったスピンの密裏手。 c=4ぅk= 30 (右)相国の概観。(注)[H. Ohta， J.









禁作為に選ばれた場合、ーっとなりの頂点のスピン配置が (σj)である確率P((O"}) 10"; t)と
同じという仮定である。この仮定の下で、方程式(4.7)は次のように書き換えられる。
δ'tPσ(t) = L(σ;)@(2k-c-Zjfdgσ;r) 
[一γσPσ(t)P((σj)Iσ;t) +アー σP-σ(t)P((σ'j)I一σ;t)]. (4.8) 






P((σj)!σ;t) = r内科 (4.9) 
3εBfY 
さらに、次のようなよち龍単な表現を得る。
Z=G(c-2k-z= 0";，) r Paj(t) = 2二に)P-l(的 +l(t)C-I. (4叫












































8t1{(σ?切;t)=(-rσPi(σラ初;t) 十九~(久間;t))8(初 - f) 
+ LLLra，号(σfj;t)
jモBi a' w'=J 
(~j(伊σF 邸 +σO"'j σヘ初d叫';t持)一Z旦ミjバ(σ民ラ切lσ0"'う《刈包卸W'廿F
ここで、 fはc-k+1であ号、 x2:0に対して否(x)= 1でありうそうでなければOである。












j 一切，(σ= 1)  





十三二Lr al Pa' ，W' (前σ(ぜ)(可îC叶σVぅ切川 -P~(官iσ" w'; t)・ (4.16) 
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§ 
函 4.3: 力学系 (4.20) で記述される時間法存磁北乞σ I:~=。 σAω と N= 106での MC法
で瀕られた moc = 4， k = 30 
ここでう が1)三 (ρσ，w)σwで開じた表現を葬るために、以下の近1tJ.を行う。
















li E {1ぃ・，ぅc}をBi内の頂点上の下向きスピンの数とする。次に、叫巴 {1，.・ e ぅc}をBi.内
の上向きの拘束スピンの数、吟 ε{1，...，c}をBi内の下向きの持束スピンの数とする。この
ように、頂点 t は、 {σれ li ぅ Ui ぅ Vi) で持議づけられる。これらの表現を使って、 ~(σぅ l ， uうり;t)を
(σれliラ包れ叫が(σぅl，u， v) である確率とする。加えて、 ~j(σ1 ，h， Ul， Vda2ぅl2)U2， V2; t)を、も
し(σj，らう UjグJ)が(σ2，l2， U2うり2)である時に、 (σゎli，Ui， Vi)が(σ1，l1， Ul1 V1)をとる条件付き
確率である。また、 ~li2i3(ぴ1ぅh，U1うり1)ラ(σ2，l2，匂2，匂)Iσ3， l3)包3ぅV3;t) を、もし
??? ??
間欠的集団動力学出現における普遍性の諜索
(σi3' li3ぅ叫3'ViJが (σ3，らう包3ぅV3)で為る時に、 (σil'lil' Ui口町)と (σωli2ぅUhヲVi2)が、それ
ぞれ (σbhぅU1うり1)と(σ2，らうU21り2)である条件付き確率とする。もちろん、次の関保式
三σ2LoZ;二~oE~=o~(σ， l ， uグ;t) = 1が成り立つ。
以前の節のように、もし 2つの頂点 2，Jが同じ距離の環点、の組から選ばれると、
~j(σ1 ， hぅUI，州内ぅ l2，U2， V2)の植が、選ばれた頂点の組に依存しないことを板定する。加
えて、もし 3つの頂点む、 らとらを、 Jl霞香にそれらの関の距離に関して同じ関係をも
っ3つの頂点の集合から選んだ時に、 Phi2I3((σ1，h，匂1，V1)， (σ2， l2， U2， V2) Iσ3， l3ヲU31V3)の
値が、選ばれた環点の集合に依存しごといことを仮定する。これらの仮定は、ランダム
グラ79の輪の効果起因の系の非一禄性は今の場合、熱力学麓限で無視できるであろ
うから最もらしい。この仮定は、 jE Bi に対して、 ~j(町， h，叫ヲ町 |σ2 ， l2，匂うり2)が、と
え1(σ1，h，匂1，v11のうらう匂2，V2) と同じであ号、 2 モ Bi1，i3 E Bi2 (お千九)に関して、確
率Pi1iぬ ((σ1ぅl}， UI， V1)， (σ2， l2， U2， V2) 1σ3うらうt払 V3)，が以下の事象の確率九五(σ1ヲhぅU1うりェ)，
(σ2， l2ぅU2ぅV2)σ3，l3， U3うり3) と同じであることと等甜でおる。それ辻、まず無作為に
(σ3ラらう U3，V3)で特設づけられる頂点を選び、その後、その選んだ頂点に接続する 2つの接
続した頂点を無作為に選ぶという状況を考える。上で考える事象とは、この条件の下で、
後に選んだ 2つの環点の内、最初に選んだ頂点から遠い方が、 (σ1， h， Ul， vI)で特鍛づけ
られ、近い頂点が(σ2，l2， U2， V2)で特徴づけちれるという事象である。
さらに?次を定義する。
fすσ1(匂1，v11σ2， l2ぅU2，V2) =え1(σ1ヲh，UI，V1σ2，l2， U2， V2) 




















































































l2 - V2 - 8(σ3ー σ1)否(ら -f) 








δtポpσ仏 v = ( 一γ~σ ρ σりJムμ，邦仰u仏叩，vむ÷ γ 一σ ρ 一σqり叫，lム，u，





一Z巧3F(加匂仏，vり叫I(ゲσj'，f 一1， 'U匂う，v'り)，(伊σぺl"， u'♂rう，v'，♂ff引)川)月] 
十E二3rzfzzLLzlL。T-lP-LZVγ，Caヘバペu"，v") 
乞σrz;三oZLoprf(uいf!-1jff?UJfjf)CH(lヘufJfぅー1，l") 
[巧F(u十 d(σf十 1)，む十d(σ'-1)1(σ'，f，'U V')， (ト一1，l"ぺ，u'匂ぺv'♂"つf)
一F巧fす;r(作包叫うグ刈匂叫I(付σ"fヲ匂'U，グjりv')ヲ(←一1，lぺ匂d♂NぺF?川，v"匂d♂円つ引fう)川)万]‘ (4.25) 






f3i，g2h2J21σ3，13， 'U3， V3) = p~~ ，a2 (旬以210"3，l3ミf).
(4.26) 
(4.27) 
これらは、平衡状態において i域密である。実際、 p~~~f) ，a(U， Vlσ" l/~f) に関して、次の
具体的表現を得る。
4FM(ml十 1，l'とf)= (c -l -u)ρω/玄(c-l-叫ん，lu約 (4.28) 
tミf，uv
dFM(い 1+1， Z'く f)= UPa，luv /乞帆luvl (4.29) 
1ミf，uv
巧4ポiF?ミシ与β凡f)，a(勺σ U，作仏いv叶iト一 1υう，Z' 三訂f)片=(トi一ゆσ民り仇山，lんu陶叫匂v/2ε二(ワトl一ゆ巾
l(とf丹)σ て「
f11くヲ(民叶 +1ぅl'く f)=りん，luv/ ) : v Pa，luv・ (4.31) 
ここで、乞目的三 ZLfz;二~oE~=。であり、乞何，uv 三 21;J E二;二~oE~=。である。つま
り?方程式(4.25)ー(4.31)に依って、 ρ(2)に関して、以下のように閉じた力学系を得る。
















2.00 尋.00 600 800 守0.00a 
国4.4:(4.32)で記述される時間依存磁化乞σZLozc;zL。σPa，luvとN=106でのMC
法で溺られる moc = 4， k = 30 
力学系 (4.32)の定常解は、転移点より高温で巌密である。さらに、力学系 (4.32)の解









化が長時間極限で仇(t)-meq(T) ~ exp( -tjァ)と振る舞うことがわかる c 図4.6に表示
したように、荒いァり見覆もりで、 T~ ε-ç となることが予想される。但し、 (~3 で、
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は、 nとTn(T)聞に何らかわスケーワング射があることを示唆する c ここで浮かび上がる
最初の疑問誌、どれくらい大きま同宝Tn(工)の発散を起こす、またはliII1n→nc九(勾→∞
となる院はいくつかというものである。最大の緩和時開をもたらす非ー誌なスピン記童
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ナη(Tc)= :Fa(1之(cラk;α)nαぅCぅk)， (4.33) 
ここで、定(cぅ紅白)はパラメー タでう :Fa(x，c， k)= Cxz本とする。驚くべきことに、図4.7に見
られるように、数檀解析の範圏で、在意の a に関して、 Fα(x ぅ Cぅ k) が c~こ抜存しないような
えがあることがわかる。この結果は、%がηに関してベキ的に振る舞うという板定が最もら



























た。名パラメータは冗(5，3;1) = 0.51，完(6，3;1) = 0.37うえ(7，3;1) = 0.3ラ完(6，4;1) = 0錦、
定(7ぅ壬;1) = 0.35で為る。(.，うは (cラk)を意味する。
小の数で定義される [17，18].先有研究は、 FA模型の非エルゴード転移近傍において、そ
のサイズが εージ(c，k)と振る舞うことを捉えている (1針。
ここで、 zとみの関の関係の理解を試みる。 みに関する結果は、 zがcに依存しない
ことを示唆する。それを確かめるために、 z(cぅk)= ((c， k)jν(cぅk)に依って、 MC法で
4，3、(5，3)と(5ヲ4)、(6ぅ壬)の場合の、 zの笹を見讃もる。ここでは便宜上、けま、 (meq-
m(t))j(meq -r1，(O) く 8(o = 0.001)となるような toに対し、ァ三凶ntoで測った。も
ちろん、ァ自体は、 6に依存するが、誼度抜存性は6にあまり怯存しないことは確かめて




遍性を特徴づける量は、 Cまたは yではなく、 zである。将来その予想を確認するために
は、よ尊大きなサイズに対して、〈のより正確な見覆もりをすることが必要であろう。さ
らに註意すべきこと辻、みを zと同じだと思うために辻、 α=Q:mrs ~ 1.1とすれば良い。
















をa 毎‘す∞G 1000 
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¥、、 ..灘 10 
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図4.8:緩和時間γ(c，k) = A(cぅk)z(k):F(kぅA(c，k)Ev(ゅう。ここで、 A(4，3)=1ぅA(5，3)= 1.2 
and A(5ぅ4)= 1ヲA(6，4)= 1.4である o .1'(4ぅx): X-z(4)とした時、 z(4) r-v 2.2であり F
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
す
国5.1:;梧図G 表示した曲線上の (L)は0.097く (L)く 0.107を満たす。内枠:(右)hの関数
としての援動の振幅A三 ([rnaXtX(t)-rnintX(t)])0 (左)Yの時開発展の典型例。 h= 1.0 
(曲線)， h = 1.02 (破緯)と h= 1.1 (点隷)。ここで，T = 0.05、N = 100。矢印は環境変
数の変北の方向を示す。状態 (L)> 0.1に、印がつけられている。(注)[H. Ohta and S. 
SasaぅPhぎs.Rev. E 78 065101(R) (2008).]からの引用であり、この章の他のすべての冨
も開論文からの引用である。
を考える [4]0
N K ;.:_ 
&弘 =ω-hsin弘一一)~ sin(弘一角)十ιN ムー~ ，1" TJ (5.1) 
担し、る(t)はGauss白色ノイズであ号、格的も(t')= 2Tdi，jd(t -めを満たすむ一般性









待置が援動指 ((L)チ0)と定常桓((L)= 0)の区別に捜われる [5]0 図5.1においてう環境変
数空間 (Tうめにおいて、 0.097く (L)く 0.107を満たす曲謀の彰で、近1tJ.的な相図を示す。
同議な寺I31翠は時間依存の位相の分布関数の振る舞いを調べることによち、 [4Jにおいても得
られている。ここで、 (Tうめとど (0うりから始まる由隷辻サドルノード分岐と関わりがあり、















8 = arg(Z) (5.3) 
を用いて、スパイタ関稿fを次のように定義する。 8(t)=一π/2を讃たす時刻tに関して、
atBの詩開積分が 2π となるような、最小の時間関隔 [t，t + I]とする。 Iの最も基本的な
統計量として、次で定義される平均とゆちぎ強度を測る。


























Iの分布関数は、 h= hcでIN(/νの関数で表されることも仮定した。この仮定を (5.5)に
おける χ(九N)にも適用し、入/ν=2(/v+ 1を見いだすことができる。つまり
ジ=入-2( (5.8) 
である。おまけに、 (hc-h)N1/v :d> 1の積域において、 Lとχは N と独立であるので、 i斬
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ここから、(=1/2、入=5/2と拝られた結果に対する理論を講成する c いは (5.めから
決まる。)以下の言明においては、 ξ 三 hc-hが、十分小さい正の檀であることを仮定し、
与えられた εの億に関してN→∞撞援を考えることにする。
まず、十分に小さいTに関して、興奮性素子誌ほとんど同期していることを思い出す
ことにする。仇=8+8弘とし、 18CTil< 1を仮定する。この板定と (5.3)で号えられる 6
の定義から、次の方程式を導くことができる。
品e= w -hsin8+可・ (5.9) 
























" / 1"ムt ¥. 










口 o Y'E(n了-U(8) 
(5.14) 
(5.15) 
。己は、 f也のお/0-居期の経路よちも p(n= 0)へより寄与をするので、 P(合=口)~ 
P([B記)と近似するのは合理的であろう。 (5.14)を (5.12)に代入することによ号、次を得
る。
1*0 f27r ，]LJ (ゾE(O)-U(B) -J -U(B))2 
G(O) =τ-j d0.(5.18) 
8'iTん、IE(口)-U(8) 
仏が条件E(O*)= 0を満たす場合には dG(O)/dOI仏 =0とG(九)= 0得ることができ
る。それゆえ、口が九に近い時、速度関数G(口)は、次の2次形式を持つことがわかる。



















これによ号、ベキ的振る舞い D= (3Tj32ゾ2πN)ε-1+ O(ε。)も導くことができる。ここ
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まず、 σ=(σ1，. . ，σN)に対してハミルトニアン H(σ)があるとする。ここで、 2つの
スピン配置σラゲに対して、告(σヲゲ)三角σ;、q三(q1).・.，qN)を定義する G これを患い
て、次のようにレプリカポテンシャル W を定義する cつまり、 W(q)三一logZq(σ)/lV 





一一一一一一一一 一一一一一一-:-2る。一つは、 Qσ，ゲ三I:i生(σ，0")/Nとして、 Xf(t)三N(Q!ゲ〉一 (Qσ，Uf) であち?もう
一つは Xs(t)三N(Q!ゲ)-(Qu，Uf)2である。ここで、 (A)はσから時間t援の、スピン配
置σFに関する平均である G 転移温麦からの距離T=む+εに関して、 rnaxtXf坊主 εーへ
血 aXtXs(t)士三 ε一'Ys(11 = 1ぅ1s= 1/2)と会ることが知られている [2]0
動的ガラス転移を示す具体的な系としては、例えば球形p体相互作用スピングラス模型
がある。このハミルトニアン (p= 3の場合)~土、 σi E IRに対して、 H = Lijk Jijk町σjσk















maXtχf(t) ::ε一世，maxt Xs (t) : E-'Y~ とし fこ持、 7J27f??;=% であることが言える c つま
り、上記の量{またはそれに関連するいくつかの量)に着自する限りにおいて辻、スピノ
ダル転移がスピングラス摸型の動的ガラス転移ぷ桔当すると言える。 3章のスピノダル転






























[2] Franz S.ラParisiG.， Ricci-Terse暗記 F.and Rizzo T吋 GγX初:1008.0996.

































おる力学系dx/dt= F(x;p)において、 F件。;p)= 0である xo(p)のp依存性を考えるo
zが 1変数の場合以下のようなことが起こりうる c
7.2.1 ピッチフォーク分岐








εの領域は、 N>Nc=ε-2である。 Ncは、宇の経路讃牙表示において、「主要項と Jacobi
行列式がεに対して河じ次数である」という仮定から蕎単に導かれる。
7.2.2 サドルノード分自支
p > Pcにおいて、 xo(p)はなしであり、 P=PCにおいて、 xo(p)=弘、 pくPcにおいて、
xo(p) = XI，X2 (XlヂX2)で、どちらかが安定でもう一方辻不安定とする。
このような状況の下で、 P=PC+εの場合、 x=九十ctf寸近の振る舞いに関しては、以
下の方程式で記述さまLることがわかっている。
dゆ 2 (7.2) 
dt 
これから、ァ 2ε-1/2、私立計/2もわかる。また、 Nc= ε-3/2とをる。
7.2.3 トランスクリテイカル合舷
p > Pcにおいてう xo(p)= XI， X2 (XlチX2)，Xlが安定、ぬが不安定とする。 p= Pc 
において、 Xo(p)=ぬで中立。 p く Pcにおいてう Xo(p)= x~ ， x~ (XlチX2)で、但し








ー =φ がー (7.3) 
dt 
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